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Resume 

In this note we will show the existence of criticals functions for the 
functional J/^ where h is a critical function for the metric g of M 
Riemannian manifold of dimension greater than 4. 

INTRODUCTION : 

Let M a compact Riemannian manifold of dimension greater than 4 lo- 
cally Euclidien ,h a function in C°°(M) , we define for G Hf(M) — {0} 

t rx\ $m I V< ^ \a 2dv g + Im W 2 dv g 

1 fM ( P) = - 



where 2* = ^ critical Sobolev exponent, / G C°°(M, R\) we will write 
fji f , h = inf{ 4,(0)10 G H*(M),</> £ 0} 

Definition 1 We say that h is weakly critical for g if 
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K(n,2)(supfY 



Definition 2 We say h is critical for g if it is weakly critical and for any 
k G C°°(M) such that k ^ h we have k < h, 
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K(n,2)(supf) — 

Definition 3 We say that G Hf(M) — {0} is an extremal for h if 

If,h{4>) = Vg,h 



1 



Standard elliptic arguments show that an extremal functions belongs to 
et qu'elle est soit strictement positive ou strictement negative, on peut 
supposer qu'elle est strictement positive. Rechercher une fonction extremale 
est equivalent a trouver une fonction <fi G Hf(M) — {0} telle que 



A g <P + h<P = ——— 1 et / f(j) 2 'dv g = l 

K{n,2){supj) n Jm 

Theoreme 1 Soit une variete Riemannienne compacte, de dimension plus 
grande que 4, localement Euclidienne, c 'est a dire pour tout x G M, Rm g (x) = 
0. Si h une fonction critique pour g telle que pour tout x G M, 



2{n- l)cuZf(x) 

Alors il existe une fonction extremales pour h . 

Preuve : Soit (a t )te[o,i\ une deformation continue de h telle que 

ai — h 

Vf G [0, l[, H , at < 1 (1) 

K(n,2)(supf) n 

Prenons a t (x) = th(x) + (1 — t)w(x) ou w(x) = ("" 2 ) A J( X ) 

2(n-l)c< f{x) 

les techniques standards elliptiques 

et (1) donne l'existence d'une famille de fonctions u t de C°°(M), positives 
telles que 

Mx G M, AgU t (x) + a t (x)ut(x) = /i /iai /(x)M t (x) 2 * _1 (2) 

f.ufdv g = 1 (3) 

' M 

ou N , at = {inf I 9 , at {m e H*(M)4> # 0} 
La famille u t est bornee dans Hf(M) 

A extraction pres , il existe une fonction u > dans Hf(M) , telle que 



faiblement dans H?(M) 
u t converge vers u < . . , P/ \ *\ 

1 fortement dans L 2 (M) 



quand t 
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Le principe du maximum donne que la solution u est identiquement nulle 
ou , que u > .Si u > nous avons trouve une fonction extremale 
En revanche si u est identiquement nulle, on utilise les techniques de 
Blow-up . 

Introduisons x t la famille de points en laquelles u t (x t ) = \ \ut\\oo 
En considerant la famille d'applications exp a , i qui realise un 
diffeomorphisme de B(0, S) C R n sur la boule B(x t , 5) on va se ramener 
au cas Euclidien, afin d'utiliser l'inegalite de Sobolev Euclidien a savoir 



2 

\q(x)\ 2 *dx) 2 <K(n,2) I \V(q(x))\ 2 dx 

R" J JR n 

Et d'aboutir a la contradiction h(xo) < w(xo) par des estimees 

g t (x) = exp* Xt g(x),v t (x) = u t (exp Xt (x)) avec x e B(0,5) 

La famille de metrique g t est obtenu comme le pull-back de la metrique g 
u t possede un seul point de concentration Xq dont nous rappelons la 
definition Xq G M est un point de concentration pour u t si pour tout 
5 > 



limsup / u 2 *dv g > 
t-*i- J B\ 



"t u,u 9 

'B(x ,S) 



Le principe de Moser iterative nous dit que les fonctions u t tend vers 
sur le complementaire d'un voisinage du point de concentration xq dans 
la variete M . 

Soit r] une fonction C°°(B(0,5)) cut-off 



f 1 sur B(0,5/2) 
71 ~ \ sur M\B(0, 5) 

Et |V?7| < C5- 1 

On applique la fonction r).v t de support contenu dans 5(0, 5) dans 
l'inegalite de Sobolev Euclidien 

(f Iv-Vtfd^Y < K(n, 2) / \Vs(v.v t )\ 2 dZ 

\JR n J JR« 
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ETAPE 1 
MONTRONS QUE 



/ rfv 2 t a t d^ C 2 5- 2 f v 2 d£ 

Jb(0,5) < Jb(0,S)\B(0,S/2) A t (f) 



[ v 2 t di f v 2 d£ f v 2 d£ 

JB(0,5) Jb(0,S) Jb(0,S) 



Avec 

Mf) = 



v } 9 x f f rff{e^ Xt {x))vfd^ - ( [ (r]v t f 

K ^ 2 ) VI 1/1 IS Jb M \Jb(o,s) 



Un calcul donne 



Jb{o,s) Jb(o,s) 
v 2 t \Vr 1 \\di + 2 [ 77u t (V77|Vu t )^+ / 77 2 |Vu t |fd£ 

,<5) «/B(0,<5) ifi(0,J) 



'B(0,<5) 

En utilisant la fonction cut-off nous obtenons 



/ \^^-Vt)\\di<C 2 5- 2 [ v 2 d£ + [ rrVW£ 

JR n J B(0,S)\B(0,S/2) JB(0,5) 

La variete est localement Euclidien on a A^v t = A gt v t 
A gt v t + a t (exp xt (x))v t {x) = ^ a J(e^p xt (x))vf 
On repporte A gt v t dans la deuxieme integrate de l'inegalite ci-dessus 

/ \V^.v t )\ldi<C 2 5- 2 [ v 2 d^ at [ r, 2 f(e Wxt (x))vfdC- 

JR n J B(0,S)\B(0,S/2) JB(0,S) 

,2„ „,2, 



/ r} l a t v l t di 
Jb(o,s) 

Cette majoration de f Rn \ V^(i].vt) ||c?£ on l'injecte dans 



l'inegalite de Sobolev Euclidien d'ou 



( [ WvtfdA '* < K(n, 2)C 2 5- 2 [ v 2 d£+ 

\JR" J J B(0,S)\B{0,S/2) 

K(n,2)fi at / rj 2 f(exp Xt (x))vt* d£ - K(n,2) / r] 2 a t v 2 d£ 
Jb(q,s) Jb(o,s) 

A partir de la on a une majoration de J B ^ ^ r) 2 a t v 2 d£ 
[ rj 2 a t v 2 d£ < C 2 5- 2 [ v 2 di + ^ at [ V 2 f(exp Xt (x))v?d£- 

Jb(0,8) J B(0,S)\B(Q,S/2) Jb(0,5) 



'B(0,S) J B(0,S)\B(0,8/2) J 5(0,5) 

\r].v t \ T di 



Comme a at < on obtient 

K(n,2)(supf) — 

[ V 2 v 2 a t di C 2 5- 2 [ v 2 di 

Jb(0,S) < Jb(0,8)\B(0,5/2) A t {f) 



[ v 2 t di [ v 2 d£ [ v 2 d£ 

JB(0,S) JB(0,S) JB(0,8) 

Avec A t (f) = (^j ms)V 2 f{exp Xt {x))vfd^- (j Bm (vvt) 2 * d£ 



.11/11 

II nous reste a etudier 



/ rfv 2 a t di 

,. Jb(o,s) 
lim sup 



Ibi 



v 2 t di 



lim 

t-*i 



'B(0,S) 
I B(0,6)\B(0,6/2) 



[ v 2 t di 
Jbi 



£(0,5) 



lim sup 



B(0,S) 
* 
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ETAPE 2 

Nous avons comme dans [2] 



JBl 



lim ^J(0^)\B(0,S/2) 



t->l 



Etude de 



B(0,5) 

ETAPE 3 



,. Mf) 

nm sup 



Jb(o,s) 



Posons 



D t (f) = K(n,2)A t (f) = - J-^ ( / i 7 (x) 2 /(exp xt (x))i;r(x)de > ) 



J2_ 

B(Q,S) 



Posons p t = \ \ut\\ 2 - n tend vers quand t tend vers 1~. 

Pour x appartenant a la boule B(Q : -j^) C FT , <7t(x) = gt(Ptx) — ( ex P*c t 9)(Pt x ) 

n-2 

(fit( x ) — Pt 2 u t(exp Xt (p t x)) verifie l'equation 

A g ~ t ip t (x) + $a t (exp Xt ((3 t x))ip t (x) = /x a J(exp Xt (/3 t x)Vf ^(x) 
Quand t tend vers 1~ on a 

= " -/(exp fO))^ 1 = W^-y*~ l 

ou /(exp (0)) = /(^o) .Avec Caffarelli-Gidas-Spruck [4] on a 



1 A \x 



<P( X ) = 77 — ~ 1 1 + 



2 



K(n : 2)^f(P)^ V n(n-2)K(n,2)^ 
La variete est localement Euclidienne la metrique g t et £ coincident 
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localement. 

Posons x = Pty,x l = PtU % dans D t (f) on obtient 



7, 



2 
— 



(viMMM) dg t 

Nous allons appliquer l'inegalite d'Holder a la premiere integrale en 
ecrivant 



V ((3 t y) 2 f(exp Xt ((3 t y))vf((3 t y) = {f{ex Vxt {(3 t y))v t {(3 t y)—>) { V ((3 t y) 2 v 2 ((3 t y)) 
D'ou la majoration de la premiere integrale intervenant dans D t (f) 

^rr [ v(Pty) 2 f(exp Xt ( y p t y))vf( y p t y)dg t = 
M 2* Jb(o,4-) 



< 



1 



f(e Wxt (p t y))v t (p t y)^y dg~ t ) I / ( v (f3 t y) 2 v 2 ((3 t y)) d& 



En tenant compte du lemmel que nous prouverons a la fin de l'etape 3 

Lemme 1 Le point de concentration P de la famille u t coincide avec le max- 
imum de f, f(P) = 1 1/| |oo 

Nous obtenons la majoration de 



2 



A(/) < -^-r ( / fHew Xt ([3ty))v t (f3 t yrdg t ) - 1 x 



/(P)- VMoA) 

v(Pty) 2 * v 2 * ([3 t y)dg t 
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B(0,£) 

On ecrit f^vf = f (exp Xt ((3 t y))vf (/^/t-^exp^&y)) afin de pouvoir 

utiliser ulterieurement f M f.ufdv g = 1 

On effectue un developpement de /2^ 1 (exp a , t ( / 9 t |/)) d'ou 

= f(exp xt (p t y))v? (P t y) lf(x t ) + d i f{x t )(3 t y i + -d t3 f(x t )(3 2 yV + o(r 2 ) 
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/(expjAy)),^ 

(n-2)(n-4) ( ^/(x t W )Wa + o(r2)) 
8 A^t) 

Done l'expression yf B ( ^ f% (ex.p Xt (p t y))v t (Pty) 2 * dg^j " devient 



[(/(^)^/(exp Xt (/3 t y)H(/? t y) 2 * + 

B(0,£) 

! ^(/(^)) 2 ^^/(^)/(exp Xt (Ay))^(A|/) 2 *A^+ 
(n ~ 2) g (n = 4) (/(x t ))^(^/(x t )) 2 /(ex P:Cf (fty)Wy)^y a + 

^(/(xO)^^/(a; t )/(exp :Ct (^))t; t (A 2/ ) 2 *A 2 l/V + o(r 2 )]^) 

Dans l'expression precedente les termes ou interviennent dif(x t ) qui ten- 
dent 

vers V/(P) vont s'annuler,donc 



— ^-t- f / /2(ex Pa;( (/3 t2 /))^(/3 t y) 2 *^ t ) -1 
hm sup ^— < hm sup — j x 

^(0,^) 



ml:) 



r)(p t y) 2 *v?(p t y)dg t ) < 



V (p t y) T vf(p t y)dg~ t 



hm sup -j x 

/ v 2 ((3 t y)dg t 

Mo, ft 



l 



,. . . ttfixt))^- / f(e Wxt ((3 t y))v t ((3 t y) 2 *dg~ t + 



^-^(f(x t ))^d l3 f(x t ) [ f{e* Vxt {(3 t y))v t {(3 t y) T ftyydg t + 

4 J 3(0,%) 

d t f{x t )Fl + o{8 2 ))- -1) 

Dans l'expression ci-dessus on majore la premiere integrate par J M f.u 2 
qui vaut 1 et dif(x t )F^ tend vers 

quand t tend vers 1~ car (3 t tend vers quand t tend vers 1~ ou 

n = ^(/(x*)) 2 ^ / f(e Wxt (p t y))v t (p t yfp t y i dg t + 

1 J m-§- t ) 

1 „ - 2 )±^A {f{xt)) ^ dif{xt) f f(e Wxt (p t y))v t ([3 ty rfiy t2 dgt 
8 Jb(p,%) 



nous obtenons 



lim sup -~ < 



[ r)(p t y) 2 *v?(p t y)dg t 
/ v 2 t {f3 t y)dg t 



hm sup — x 

t->i- 



.. D = . ((f(xt))^ I f(exp xt (p t y))v t (p t yfdg~ t + 



n-2 



(f(x t ))^d tJ f(x t ) [ f(e Wxt ((3 t y))v t ((3 t y) 2t (3 2 yydg~ t + 
d t f(x t )Fi + o(5 2 ))- -1)< 



/ r)(p t y) 2 *v?(p t y)dg~ t 

hm sup ^ x 

t->i- 



B(0,£) 
~TT" (((/(X t ))^ + 



^(/(x t ))^^/(x t ) / /(exp^(/3 t y))^(/3 t y) 2 */3 t 2 yy^ t + 
4 ■ /b (°'s) 
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dif(x t )Ft + o(6 2 ))» -1)< 
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v(M v t (Pty)dgt 



lim sup l -j x 



t-»i 

'"(o,£) 



/ v 2 ((3 t y)dg t 
Jb(o,4-) 



(— ^t- (((/(*t))^ + 
^(/(x 4 ))^9y/(x t ) / /(exp, t (/3 t2/ ))^(Ay) 2 */3 t 2 y y^ t + 

9 l /(x t )F t i + (5 2 ))"-l) 

lim sup -j — t ^\, c ^ 

JB(0,5) V t d £ 



D'ou 



/ v 2 (/3 t y)dg t 



hm sup — x 

t->i- 



<S 1+2 sr^r / . /(^,(fty))".(fiy) 2, ft 2 »V^+ ^^; /( ;'L ^+ (^))-i) 

Soit encore 

r A(/) . 

lim sup < 

JB(o,s) v t d ^ 



f(x t )2* n -2d ij f(x t ) 



f (exp xt {Pty))v t (fry) 2 * PhWdgt 



f(P)r 2n f(x t ) J m ^ 
lim sup j x 



/ v t ((3 t y) 2 g t 



(/ v(M 2m vV(Pty)dg t )Z 
On obtient une maj oration de la derniere integrale en introduisant / 
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1 2 f 2 1 

SU P T7 7^— \)^( / f( x )u?(x)dg(x))^ < ( sup — t^-^) ! 

B ( o4)/( ex P^(^) -/m B (o,|)/( ex P**(/W 

1 — — o 

Comme ^(Ay) = u t (exp xt ((3 t y)) = f3 t *(p t (y), vj{(3 t y) = /3 t 2 ->?(y) 

v? (p ty ) = prtf* (y) 

Done 

lim sup „ ^ >t ^\, c < 
Jb(o,s) v t d £ 



n-2Af(P) 

2^ f(P) Jr/^ ^ Vr ' x 1 2 



Jr+ , 1 



if 2 (r)r n v dr 

R+ 



n-2A/(P) A 



f(P)tp 2 (r)r n+1 dr 



2n2 W / ^(r^dr 



Car, 



/(exp^O)) /(*„) /(P) 



^ ^ = *(n.2)4 ff P)* ( X + n(n-2)k2) )" 

V? 2 >)r n+1 dr 



A"(n,2)-I-/(P)3- 

II nous reste a estimer 



/ y? 2 (r)r n Mr 



dr 



„n+l 



(1 + fe r 2)n 

at>ec o 



K{n,2)f(P)^ f r"- 1 n(n - 2)tf(n, 2) 2 

7 (1 + ^n-2 r 
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On integre par parties deux fois le numerateur ce qui donne 

dr = — — — / — — — -dr 



(1 + br 2 ) n 4(n - l)b 2 J R+ (1 + br 2 ) n ~ 2 



D'ou 



R / >)r " +1 * < n „»<„-2)>ff(»,2)« 



[ ^(rjr-'dr 4(n ~ 11 K(n,2)f(P)i 

JR+ 

Finalement en tenant compte que K(n, 2) 2 = — -r 

n(n—2)u>n 

hmsup j < 

t-l- JB(0,S) V t d ^ 

n-2A/(P) n n 2 (n - 2) 2 fsT(n, 2) 4 
2n 2 /(p)^4(n-l) K(n } 2)f(P)l ~ 
(n-2) 2 K(n,2)Af(P) 
2(n-l)o;!/(P) 

Avec 

Innsup < ("- 2 ' 2A /W 

t-i- JB(p,S) Vtd Z 2(n-l)u£f(P) 
Et pour terminer voici la preuve du lemme 1 
Par l'absurde si /(P) < ||/|| , comme / est continue et que x t 
tend vers 1~ on choisit 5 = 5n > petit, et, t = to proche de 1~ de sorte 
que 

suPB ( * t0) *,)/(aO 1 + K(n,2)C 2 



< - et v : ' ^ < 

o 



3 5n / r \ w 3 



\Jb(o,s) 



On part de l'equation 



Au t + /3 t 2 a t (exp xt (a;))u t = /^/(exp^x))^ 2 * 1 

ou Ut(x) = « t (expire)) ,on multiplie l'equation par rfv t puis on integre sur 
la boule B(0,5) 

/ r) 2 v t Av t d£ < /i at r) 2 f(exp Xt (x))v?d£ V 

Jb(o,s) Jb(o,s) 
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D'autre part en integrant par parties 

/ r) 2 v t Av t dt = 2 [ riVt(Vv\Vv t )dZ+ f ^|V^| 2 ^ 

JB(0,5) JB(0,S) JB(0,S) 

Sachant que 

/ \V{ m )\ 2 di= f v^V^di+f rf\Vv t \ 2 dt+2 [ r)v t (Vr]\Vv t )dC 

JB(0,S) JB(0,S) JB(0,S) JB(0,S) 

Nous arrivons a 

/ \V{r 1 v t )\ 2 di= [ v 2 \V V \ 2 d^+ f V \Av t d^ 2' 
Jb(o,s) Jb(o,s) Jb(o,s) 

On utilise l'inegalite de Sobolev Euclidien 



_2_ 

rFvfdtf <K(n,2) I |V(^ t )| 2 ^ 3' 

B(0,5) J JB(0,S) 



V 2' 3' donnent 



2 <K(n,2) [ v 2 \V V \ 2 d^ + K(n,2) [ V 2 v t Av t dt 

JB(0,5) Jb(0,S) 

4' 



4 

Comme r] 2 f(exp)v 2 * = f(exp )v?~ 2 -rfv 2 on applique l'inegalite d'Holder 



avec p = %■ ,q = ^ d'ou 



2 2 



V 2 f(exp xt )vf d£ < ( / rfvfdt) 2 ( / /?(ex P: >f^ 

B(0,S) \Jb(0,S) J \JB(0,S) / 

5' 

V 4' 5' donnent 

( [ r, T vfdi] 2 * < K(n, 2) f v 2 \V V \ 2 d^+ 
\Jb(o,s) J Jb(q,s) 



2 „ 2 

2* 2* it \ II f^l \ 2* 



K(n, 2)v m / ^ X d£ ( fHexpJvf d£ ) 6' 

\^B(0,5) / \Jb(0,8) 

Comme IVrjl < 7 et « a . < — et 

5 ^ X(n,2)||/|| — 
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\Jb(0,5) J JB(0,S) 

2 2 

" \Jb(q,s) J \Jb(q,s) J 



n — 2 



En utilisant / 2 f^ = f 2 fv 2 on a 



2 



f / fHewJvfdA " < I sup /(s) 2 ^ ) " f / f(e Wxt (x))vTdA " 

\JB(0,S) J \B(x t ,S) ) \Jb(0,5) J 



'5(0,5) / \B(xt,5) / \JB(0,8) 

La derniere integrale est majoree par J* M /w 2 * = 1 
7' devient 



2 . 2 . . F if(n,2)C 2 . 
?7 u t <^ < 55 / v t d£+ 



5 2 

™Pb(x u 6) f(x) 



B(0,5) / u JB(0,5) 

2* 2 



5(0,5) 



Soit encore 



K(n,2)C 2 Jb(o,8) , fsup BM f(x) 



( / *n 

\Jb(o,s) J 

En choisissant <5 = <5o et t = to dans la precedente inegalite nous avons la 
contradiction 1 < | + | 

* 

** 

ETAPE 4 

Arriver a une contradiction 

En faisant tendre t vers 1 dans l'inegalite suivante 

■/B(0,*) < Jb(0,S)\B(0,S/2) Ml) 



I v*d£ [ v 2 d£ [ v 2 d£ 

JB(0,5) JB(0,S) Jb(Q,8) 

(n-2) 2 A/(P) 



h(P)< 



2(n-lK"/(P) 
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